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Introducción

Figura 1 Escena de la película los increíbles https://www.youtube.com/watch?v=dB8jduTz06I

ESPINDOLA-HEREDIA, Rodolfo†*, DEL VALLE, Gabriela,

MUCIÑO-CRUZ, Damián y HERNANDEZ-MORALES,

Guadalupe

https://www.youtube.com/watch?v=dB8jduTz06I


Vídeo 1 httpv://youtu.be/ECxlCSlNHXM

Introducción

Figura 3 
https://sites.google.com/site/grupo2s7gp
s/galeria-grandes-
incendios?tmpl=%2Fsystem%2Fapp%2Fte
mplates%2Fprint%2F&showPrintDialog=1

Figura 2 
http://cineclubgolfa.blogspo
t.com/2014/12/el-teatro-
del-mundo.html



Metodología

Sistemas de estudio

Figura 2 Descripción del sistema de estudio. Figura 3 Descripción del sistema de estudio en

movimiento circular uniforme.



Teoría

Energías del sistema lineal

ቇ𝐾𝑚 =
1

2
𝑚 (𝑅2 ሶ𝜃2 + 2𝑙𝑅 ሶ𝜃 − cos𝜙 sin(𝜃 − 𝜑) ሶ𝜙 + cos(𝜃 − 𝜑) sin𝜙 ሶ𝜑 + 𝑙2( ሶ𝜙2 + sin𝜙2 ሶ𝜑2)

𝐾𝑀 =
1

2
𝑀 𝑅2 ሶ𝜃2

𝑈𝑔𝑚 = −𝑚 𝑙 𝑔 cos𝜙

𝐾𝑚 =
1

2
𝑚 𝑙2 sin 𝜃2 ሶ𝜃2 + −𝑙 sin 𝜃 sin 𝜑 ሶ𝜃 + 𝑙 cos 𝜃 cos𝜑 ሶ𝜑

2
+ ሶy + 𝑙 cos 𝜃 sin𝜑 ሶ𝜃 + 𝑙 cos𝜑 sin 𝜃 ሶ𝜑
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Energías del sistema Circular



Teoría
Ecuaciones de movimiento MRUA

ሷ𝜃 =
2𝑔 sin 𝜃 + 𝑙 sin 2𝜃 ሶ𝜃2 + 2𝑙 sin 2𝜑 ሶ𝜃 ሶφ + 2 cos 𝜃 sin𝜑 ሷ𝑦

−2𝑙 + 𝑙 cos 2𝜃 + 𝑙 cos 2𝜑
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sec𝜑 sin 𝜃 ሷy

𝑙
+ tan𝜑 ሶθ2 + ሶ𝜑2
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sin 𝜃 sin𝜑 ሶθ2 − ሶ𝜑2 − cos𝜃 2cos𝜑 ሶ𝜃 ሶφ + sin 𝜑 ሷθ − cos𝜑 sin 𝜃 ሷ𝜑
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sin( 𝜃 − 𝜑) sin 𝜙 ሶ𝜙2 + ሶ𝜑2 − cos𝜙 ሷ𝜙 + cos 𝜃 − 𝜑 2 cos𝜙 ሶ𝜙 ሶ𝜑 + sin 𝜙 ሷ𝜑 +

Ecuaciones de movimiento MCUA

ሷϕ = −
𝑔 sin𝜙

𝑙
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Detalles de la simulación MRUA

Simulación MRUA

prop valor unidad prop valor unida

d

g 9.78 m/s2 𝒚𝟎 0.1 m

a 0 adim ሶ𝒚𝟎 3.1 m/s

b 1.1 adim 𝜽𝟎 1.1 grad

n 1000 adim ሶ𝜽𝟎 5.3 rad/s

l 0.45 m 𝝓𝟎 1.5 grad

m 0.27 Kg ሶ𝝓𝟎 5.1 rad/s

M 0.332 kg N 21 adim

Tabla 1 Valores de propiedades y condiciones 

iniciales.

Simulación MCUA

prop valor unidad Prop valor unidad

a 0.000 m/s2 𝜽𝟎 1.10 m

b 1.100 adim ሶ𝜽𝟎 3.30 m/s

n 700 adim 𝝓𝟎 1.10 grad

R 0.450 M ሶ𝝓𝟎 6.30 rad/s

l 0.350 M 𝝋𝟎 1.10 grad

m 0.270 Kg ሶ𝝋𝟎 10.1

0

rad/s

M 0.332 Kg N 25 adim

Tabla 2 Valores de propiedades y condiciones 

iniciales

Detalles de la simulación MCUA

ሶ𝑦0 = ሶ𝑦0 + 0.09
ሶ𝜃0 = ሶ𝜃0 + 0.09
ሶ𝜑0 = ሶ𝜑0 + 0.10

ሶ𝜃0 = ሶ𝜃0 + 0.09
ሶ𝜙0 = ሶ𝜙0 + 0.10
ሶ𝜑0 = ሶ𝜑0 + 0.10

Detalles de la experimentación MCUA

Figura 5 Dispositivos experimentales para ambos movimientos: 

rectilíneo uniforme y circular uniforme.  

Figura 4 Dispositivo experimental para el movimiento circular uniforme.  



Resultados MRUA

Gráfico 1 Diagrama fase para la 

coordenada y
Gráfico 2 Diagrama fase para la coordenada θ Gráfico 3 Diagrama fase para la coordenada φ

Gráfico 4 Resultado  para la aceleración en 

la dirección y: (t vs. y)

Gráfico 5 Resultado para la posición de la masa

pendular, en coordenadas rectangulares, a partir de

un observador fijo en el objeto M.

Gráfico 7 Resultado para la posición de la masa

pendular, en coordenadas rectangulares. A partir de

un observador fijo en el origen de coordenadas.

Gráfico 8 Resultado para la posición de la

masa pendular, en coordenadas

rectangulares. A partir de un observador fijo

en el origen de coordenadas.

Gráfico 9 Comportamiento de la

coordenada y, se muestra la relación entre

posición, velocidad y aceleración.



Gráfico 14 Plano fase para la coordenada q.

Resultados MCUA

Gráfico 15 Diagrama fase para la variable angular j.

Gráfico 16 Trayectorias espaciales para el comportamiento de

la masa pendular en el movimiento circular uniformemente

acelerado.

Gráfico 18 Trayectorias correspondiente a las posiciones (x, y) del 

objeto de masa M, sobre el movimiento circular.

Gráfico 17 Trayectorias espaciales para el comportamiento

de la masa pendular en el movimiento circular

uniformemente acelerado en dos dimensiones,

correspondiente a las coordenadas (x, y).



Resultados Experimentales.

Figura 6 Trayectorias espaciales para el

comportamiento de la masa pendular en el

movimiento rectilíneo acelerado.

Figura 7 Trayectorias correspondiente a las 

posiciones de la masa pendular m y del objeto M en 

el movimiento circular.

Gráfico 19 Trayectorias correspondiente a las 

posiciones (θ,θ) de la masa pendular m.

Gráfico 21 Resultados obtenidos por medio 

del sensor para el movimiento lineal.

Gráfico 20 Resultados obtenidos por medio del sensor para el movimiento lineal. Gráfico 22 Resultados obtenidos por medio del sensor para el movimiento circular.



Se presentó el análisis teórico del sistema compuesto por un objeto de masa M al cual se le sujeta un péndulo de longitud l y masa pendular m,

moviéndose en dos clases de movimientos: rectilíneo uniformemente acelerado y circular uniformemente acelerado, suponemos que ambos

movimientos son uniformes, sin embargo el análisis muestra que es debido al acoplamiento de los objetos, y a las oscilaciones del péndulo, que se

afecta el movimiento del objeto de masa M, de tal forma que su aceleración no resulta ser uniforme.

El análisis teórico muestra que a pesar de ser un sistema con aceleración variable, se conserva el momento lineal del objeto de masa M, no así el de

la masa pendular.

Se desarrolló un conjunto de simulaciones numéricas para obtener las soluciones de las ecuaciones diferenciales.

Del análisis de los resultados numéricos se concluye que el sistema tanto en movimiento lineal como en movimiento circular, son caóticos,

sugiriendo de este modo la posibilidad de estudiarlos a través de la metodología propia para el análisis del caos, tales como: secciones de Poincaré

y Coeficientes de Lyapunov, por ejemplo. De esta manera es posible ofrecer una evaluación cuantitativa más precisa del comportamiento caótico

del sistema.

Se elaboraron los prototipos experimentales correspondientes para realizar una serie de experimentos y recabar información con el uso de

herramientas propias como Tracker. Asimismo se utilizaron dispositivos inalámbricos para verificar de manera fenomenológica los resultados

tanto numéricos como teóricos. La parte experimental requiere aún más cuidado ya que el movimiento del péndulo ocurre en 3D, se encontró un

acuerdo cualitativo en las comparaciones de realizadas para los resultados numéricos y experimentales. Sin embargo, se concluye que es necesario

mejorar la obtención de los resultados experimentales para que la comparación entre ambas sea cuantitativa y no sólo cualitativa.

El estudio de esta clase de sistemas tiene importancia y relevancia ya que son utilizados comúnmente, en el manejo de grúas que transportan

alguna carga, por decir, aviones y/o helicópteros que llevan las boyas para sofocar incendios, el objeto transportado se comporta como la masa

pendular y desde luego su movimiento oscilatorio afecta el movimiento del objeto transportador.

El análisis mostrado hasta aquí ha permitido alcanzar soluciones teóricas, que permiten entender el comportamiento del sistema, numéricas que

ayudan a entender la tendencia al caos del sistema y asimismo contribuyen a mejorar el uso de su implementación, y experimentales que nos

permiten generar prototipos más adecuados para los fines requeridos.

Conclusiones
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